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  :ملخص البحث
يجاد جذور لإيتلخص موضوع البحث في اجراء دراسة مقارنة لتحديد أفضل الطرق العددية 

حيث تم أخذ ثلاثة امثلة لمعرفة أفضل  ،ذات شرط التوقف الداخلي المعادلات الغير خطية
وحساب القيمة الدقيق الطرق العددية لإيجاد جذور المعادلات الغير خطية )اللاخطية(، 

 للأمثلة سابقة الذكر.
راسة وذلك لغرض دتم حساب قيمة الخطأ النسبي المئوي لكل من الامثلة المذكورة أعلاه، 

النتائج ومقارنتها مع بعضها البعض وكانت النتائج مقربة إلى ستة أرقام عشرية بعد 
 الفاصلة. 

ثم دُونت النتائج على شكل جدول لتسهيل عملية المقارنة، حيث أظهرت النتائج أن 
التكامل لحساب الحل العددي للمعادلة الغير خطية ذات شرط التوقف  استخدام طريقة

خلي تكون النتائج دقيقة جدًا ومدى تقاربها من القيم الحقيقية هي الأفضل، بالإضافة الدا
لكونها طريقة سهلة وسريعة في الحساب ولها دور كبير في إيجاد الحل التقريبي للمعادلات 
الغير خطية من الدرجات العليا، وبمقارنة عدد التكرارات لإيجاد الحل بهذه الطريقة مع 

 نجد أن عدد التكرارات يتقلص مقارنة مع الطرق العددية الأخرى.الطرق الأخرى س
ولكن تساوي الجذور الحقيقية مع الجذور التقريبية لا يعني أن هذه الطريقة العددية التي 
 تم استخدامها لإيجاد الجذر دقيقة مئة في المئة حيث أنه قد تم تقريب النتائج الحسابية

 عشرية.في الأمثلة السابقة لستة ارقام 
: الدالة، الخطأ الفعلي، الخطأ النسبي، المعادلة الخطية، المعادلة الغير الكلمات المفتاحية

 خطية، شرط التوقف الداخلي.
 

http://www.doi.org/10.62341/haml2018
mailto:h.louka@zu.edu.ly


 

 Volume 37 العدد

  1Partالمجلد 
 

International Science and 

Technology Journal 

 المجلة الدولية للعلوم والتقنية

http://www.doi.org/10.62341/haml2018 

 

 حقوق الطبع محفوظة 
 لعلوم والتقنية الدولية ل مجلةلل

 

Copyright © ISTJ   2 

 

Numerical methods for finding the roots of nonlinear 

equations with an internal discontinuity condition 

 (a comparative study) 
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Abstract: 

The topic of the research to conduct comparative study to determine 

the best numerical methods for finding the roots of Non-Linear 

Algebraic Equations where it with an internal stopping condition 

was taken three examples to know the best method to solve 

nonlinear equation for the previous examples 

We calculated the percent error for these examples in order to make 

a comparison between the results were rounded to six places after 

comma. 

The results written in tabular format to facilitate comparison, the 

results showed that using integration method to compute the 

numerical solution of the nonlinear equation with an internal 

stopping condition yields highly accurate results, with the degree of 

proximity to the actual values being the best. Additionally, it is an 

easy and quick method for calculations and plays a significant role 

in finding approximate solutions to higher-order nonlinear 

equations. When comparing the number of iterations required to 

find the solution using this method with other methods, the number 

of iterations is reduced compared to other numerical methods. 

However, the equality of the real roots with the approximate roots 

does not mean that this numerical method used to find the root is 

100% accurate, as the calculated results in the previous examples 

were approximated to six decimal places after the decimal point.  

Keywords: Function, Actual Error, Relative Error, Linear 

Equation, Nonlinear Equation, Internal Stopping Condition.  

 

 دمة:ــــــالمق
لا يكون إيجاد جذور المعادلات الغير خطية سهلًا في كثير من الحالات العملية،  قد

حيث قد يكون لبعض تلك المعادلات العديد من الجذور وتحديد واحد منها فقط قد لا 
 يكون أمراً سهلًا. فعلى سبيل المثال لو نظرنا الى المعادلة: 

http://www.doi.org/10.62341/haml2018
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𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − cos(𝑥) 

أنها في الواقع لها عدد كبير من الجذور وإيجاد جذر قد تبدو للوهلة الأولى بسيطة الا 
واحد فقط منها تحليلًا ليس بالأمر السهل. وبالرغم من صعوبة أو استحالة إيجاد جذور 
مثل هذه المعادلات في بعض الأحيان بطرق رياضية صريحة فإن استخدام الطرق العددية 

يتم  يجاد تقريب مناسب لها، لذلكيوفر وسيلة مناسبة لإيجاد تلك الجذور، أو على الأقل إ
 اللجوء الى الطرق العددية لتقدير جذور المعادلات اللاخطية.

لإيجاد الجذر )الحل( باستخدام الطرق العددية هناك عدة معطيات قد يتم اعطاؤها في 
المسألة كتخمينين مبدئيين للجذر لبدء عملية التكرار أو وجود شرط إيقاف خطوات الحل 

 قطفبدقة معينة، ولكن في هذا البحث ستكون المسائل مقتصرة على الدالة والحل الدقيق 
 عطاة في المسألة ولكننا سنستنبط شرط إيقاف داخلي:بدون وجود شرط إيقاف م

    :شرط التوقف الداخلي

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 0 
 

 محــــــــاور البحــــــــث: 
المــحــــــــــــــــــــور الاول: المتمثل في دراسة بعض الطرق العددية لإيجاد جذور المعادلة 

 اللاخطية.
𝑦بفرض أن  = 𝑓(𝑥) = معادلة غير خطية عندما لا يمكن إيجاد جذر لهذه المعادلة   0

بالطرق التحليلية لا يبقى لنا سوى خيار واحد هو الطرق العددية، والخوارزميات التي 
طريقة  الموقع الكاذب، رافسون، طريقة –سنستعملها: طريقة التنصيف، طريقة نيوتن 

ريتشاردل. (، )4002(، ) ناصر، 4002التكامل )فضيلة والرويعي، طريقة الثابتة،النقطة 
(، )لوكه، 4042)لوكه، (، 4002والحربي، )صبح(، 4022 ج. دوغلاس فايرس، بوردين؛
4042.) 

اولًا: الحل التقريبي )جذر المعادلة التقريبي( باستخدام طريقة التنصيف وطريقة 
 الموقع الكاذب وطريقة التكامل:

ث  )طريقة التنصيف وطريقة الموقع الكاذب وطريقة التصنيف( تعتمد في الطرق الثلا
طريقة الحصر على تحديد تخمينين مبدئيين للجذر لبدء عملية التكرار مع اشتراط أن 
يكون أحد التخمينين على أحد جانبي الجذر المطلوب ايحاده )على يمين الجذر مثلًا( 

http://www.doi.org/10.62341/haml2018
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بب تسمية هذا النوع من الطرق بطرق والتخمين الاخر )على يساره( أو العكس وهذا س
 الحصر أو الطرق المغلقة.

 :طريقة التنصيف 
، ويمكن (𝑎،𝑏)هي طريقة تقريبية مبنية اساساً على فكرة التنصيف المتتابع للفترة 

 تلخيص خطوات طريقة التنصيف كما يلي:
𝑎بحيث  (𝑎،𝑏)يتم اختيار تخمينين مبدئيين  < 𝑏   و𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < وبما أن   0

أي منها ليس جذراً فإنه يتم حساب تقريب للجذر بتنصيف المسافة بين التخمينين 
 بالمعادلة:  𝑥𝑛وحساب قيمة المتغير المستقل عند المنتصف 

𝑥𝑛 =
𝑎 + 𝑏  

2
                          → (1) 

 
، (𝑥𝑛،𝑏)أو في الفترة  (𝑎،𝑥𝑛)هي الجذر فإنه يكون إما في الفترة 𝑥𝑛فإذا لم تكن 

 ويمكن أن نحدد ذلك بإجراء الاختبار التالي:

𝑓(𝑎)𝑓(𝑥𝑛) < 0                   → (2) 

نتبنى الفترة الحـاوية للجذر ونهمل   𝑥𝑛،𝑏، وإلا فـإنـه يقع بين 𝑎،𝑥𝑛فـإن الجـذر يقع بين 
نحصــــــل على متتالية من  (2)،(1) الأخرى ونقوم بعملية التنصــــــيف مرة أخرى كما في 

،𝑥1،𝑥2 الاعداد  نتوقف عندما …

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 0 . 
 :طريقة الموقع الكاذب 

طريقة الموقع الكاذب هي خيار اخر لطرق الحصــــــــــــر وهي عبارة عن تحســــــــــــين لطريقة 
 التنصيف مبني على مفاهيم بيانية.

 ويمكن تلخيص خطوات طريقة الموقع الكاذب الى الاتي: 
نقوم أولا بتخمين موقع الجذر وذلك بتكوين جدول بقيم الدالة للتعرف على الفترة التي 

تغير فيها الدالة إشارتها من سالب الى موجب أو العكس، وبذلك تمكنا من تعيين 
𝑎يكون بينهما الجذر بحيث يكون   𝑎،𝑏نقطتين  < 𝑏   و𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0. 

 باستخدام القانون التالي:  𝑝نوجد 

http://www.doi.org/10.62341/haml2018
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xn = 𝑎 − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
                               → (1) 

𝑓(𝑝)إذا كانت  = جذر الدالة فإنه  𝑝جذر الدالة وحلًا لها، وإذا لم تكن  𝑝فإن  0
، ويمكن أن نحدد ذلك بإجراء الاختبار (𝑝،𝑏)أو في الفترة  (𝑎،𝑝)يكون إما في الفترة

 التالي:

𝑓(𝑎)𝑓(𝑝) < 0                                         → (2) 

نتبنى الفترة الحــاويــة للجــذر ونهمــل   𝑝،𝑏، وإلا فــإنــه يقع بين 𝑎،𝑝فــإن الجــذر يقع بين 
 الأخرى 

𝑥𝑛+1|نتوقف عندما  − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 0 . 
 
 :طريقة التكامل 

ويمكن تلخيص خطوات طريقة التكامل طريقة التكامل هي خيار اخر لطرق الحصــــــــــــــر، 
 الى الاتي: 

 الخطوة الأولى
  نكامل الدالة𝑓(𝑥)  ونفرض أن𝑐 = دائمًا، ونأخذ تفاضل الدالة الجديدة ونرمز  1

 وهي بالأصل الدالة المراد إيجاد الحل التقريبي لها. 𝑓′(𝑥)له بالرمز 
  لتكن𝑖 = (1,2,3, … )  ،𝑥𝑖 ∈ [𝑥𝑎،𝑥𝑏]،  ذلك بتحقيق الشرط  ويكون

𝑓′(𝑥𝑎)𝑓′(𝑥𝑏) < 0. 
  نحسب𝑥1 (𝑖 =  باستعمال المعادلة التالية:  (هي العملية الأولى 1
 

𝑥𝑖 =
𝑥𝑏𝑓(𝑥𝑏) + 𝑥𝑎𝑓(𝑥𝑎)

𝑓(𝑥𝑎) + 𝑓(𝑥𝑏)
                                                       (1) 

 
𝑓′(𝑥1)وإذا تحقق الشرط  𝑓′(𝑥1)نحسب  =  هو الحل. 𝑥𝑖إذا  0

 لم يتحقق الشرط نكمل العملية حسب لخطوة الثانية.إذا 
 الخطوة الثانية

 في مجال جديد كالتالي: 𝑥2الحل التقريبي لها في هذه الخطوة نحسب 
𝑓′(𝑥𝑎)𝑓′(𝑥𝑏)نعلم أن  < 0 

http://www.doi.org/10.62341/haml2018


 

 Volume 37 العدد

  1Partالمجلد 
 

International Science and 

Technology Journal 

 المجلة الدولية للعلوم والتقنية

http://www.doi.org/10.62341/haml2018 

 

 حقوق الطبع محفوظة 
 لعلوم والتقنية الدولية ل مجلةلل

 

Copyright © ISTJ   6 

 

 المرحلة الأولى
𝑓′(𝑥𝑎)إذا كان  < 𝑓′(𝑥𝑏)فإن   0 > 𝑓′(𝑥1)، وكانت  0 > 0  

𝑥𝑏نضع  = 𝑥1  ويصبح المجال[𝑥𝑎،𝑥1]. 
𝑓′(𝑥𝑎)إذا كان  < 𝑓′(𝑥𝑎)فإن   0 > 𝑓′(𝑥1)، وكانت  0 < 0  

𝑥𝑎نضع  = 𝑥1  ويصبح المجال[𝑥1،𝑥𝑏]. 
𝑓′(𝑥2)( وإذا تحقق الشرط 3باستعمال المعادلة )  𝑥2ثم نحسب  = هو  𝑥2إذا  0

 الحل.
 وإذا لم يتحقق الشرط نكمل الحساب بنفس مراحل الخطوة الثانية حتى يتحقق الشرط 

𝑓′(𝑥𝑖) = 𝑖حيث  0 = (1,2,3, … ) . 
 المرحلة الثانية

𝑓′(𝑥𝑎)إذا كان  > 𝑓′(𝑥𝑏)فإن   0 < 𝑓′(𝑥1)، وكانت  0 > 0  
𝑥𝑎نضع  = 𝑥1  ويصبح المجال[𝑥1،𝑥𝑏]. 

𝑓′(𝑥𝑎)إذا كان  > 𝑓′(𝑥𝑏)فإن   0 < 𝑓′(𝑥1)، وكانت  0 < 0  
𝑥𝑏نضع  = 𝑥1  ويصبح المجال[𝑥𝑎،𝑥1]. 

 
𝑓′(𝑥2)( وإذا تحقق الشرط 2باستعمال المعادلة )  𝑥2ثم نحسب  = هو  𝑥2إذا  0

 الحل.
 وإذا لم يتحقق الشرط نكمل الحساب بنفس مراحل الخطوة الثانية حتى يتحقق الشرط

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 𝑖حيث    0 = (1,2,3, … ) . 
 

افسون ر  –ثانيًا: الحل التقريبي )جذر المعادلة التقريبي( باستخدام طريقتي نيوتن 
 والنقطة الثابتة:

  رافسون: –طريقة نيوتن 
رافسون من الطرق المفتوحة الأكثر استخداماً لإيجاد اصفار  –تعتبر طريقة نيوتن 

 المعادلة بشكل تقريبي دقيق.
  رافسون كالاتي: -نيوتن يمكن تلخيص خطوات الحل باستخدام طريقة 

لية القيمة الأو  𝑥0، ولتكن  (𝑎،𝑏)دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق في   𝑓(𝑥)لتكن 
 للجذر،

http://www.doi.org/10.62341/haml2018
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𝑥1 = 𝑥0 + ℎ 
⟹ 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥0 + ℎ) 

 باستخدام الصيغة التالية:    𝑥𝑖+1نوجد 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓′(𝑥𝑖)
 , 𝑖 = 0,1,2, … 

   شرط التقارب بهذه الطريقة:

|
𝑓(𝑥0)𝑓′′(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
| < 1 

𝑥𝑛+1|نتوقف عندما  − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 0 . 
 
 :طريقة النقطة الثابتة 

المفتوحة، ويطلق عليها العديد من الأسماء الأخرى مثل التكرار المباشر والنقطة من الطرق 
 الواحدة وغيرها ولكننا هنا سنسميها طريقة النقطة الثابتة.

𝑓(𝑥)لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية في الصورة العامة  = بهذه الطريقة يتم ترتيب   0
𝑥 المعادلة ووضعها في الصورة  = 𝑔(𝑥). 

𝑥ولكي تكون  = 𝑔(𝑥)  مناسبة للحصول على الجذر الذي نبحث عنه بحيث يجب توفر
شرط التقارب في التخمين المبدئي الذي نبدأ به عملية التكرار لضمان التقارب للجذر 

|𝑔′(𝑥0)|المطلوب أي يجب التأكد أن  ≤ 1. 
𝑥𝑛+1|نتوقف عندما  − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 0 . 

 
لجذور المعادلات الغير خطية ور الثاني: إيجاد القيم الحقيقية والتقريبية ـــــــالمح

 لبعض الدوال 
 ، وسنجد حلها وفق الطرق الرياضية المباشرة.ستة أمثلةلنأخذ 

 
 
 
 

 :حساب القيم الحقيقية الدقيقة -أولًا 
الجذر الحقيقي لبعض لإيجاد  ( يبين تطبيقات عمليه للمحور الثاني1جدول )

             الدوال
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 القيمة الحقيقية  الدالة 
𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥 = 0 0.567143 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − 3 = 0 
 
 

−1.732050 
1.732050 

−1 

𝑓(𝑥) = sin(𝑥) − cos (𝑥) = 0 45 

 
لتلك  بي(الجذر)التقريسوف نقوم بحساب يجاد الجذر الحقيقي تحليلياً والآن وبعد أن تم ا

 وتحديد أفضل الطرق العددية لإيجاد الجذر. الدوال
 حساب القيم التقريبية للجذور باستخدام الطرق الأربعة: -ثانيًا
  طريقة إيجاد الجذر التقريبي للمعادلة باستخدام طريقة التنصيف وطريقة الموقع

 لكاذب وطريقة التكامل:
o بتطبيق طريقة التنصيف لإيجاد جذر المعادلة المتسامية 
 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥 

 :الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة التنصيف
𝑥𝑖 =

𝑎 + 𝑏  

2
  

لأجل البدء بإيجاد الجذر باستخدام طريقتي التنصيف والموضع الكاذب فلابد من تحديد 
الفترة التي يقع فيها الجذر، وذلك بعمل جدول بسيط وملاحظة تغير الإشارة عند 

 نقطة الى أخرى.الانتقال من 
  المعطاة  الدالة𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥 :في جدول 

,𝒙)( يبين قيم 2جدول ) 𝒇(𝒙)) ( بفرض أن 1للمثال )𝒉 = 𝟎. 𝟏 
 

 
 

𝑏بوضوح نلاحظ أن الجذر يقع بين  = 0.6, 𝑎 = وباتباع خطوات طريقة  ،0.5
 التنصيف يمكن تلخيص الحل كما بالجدول التالي:

 
 ( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة التنصيف3جدول ) 

0.3 0.4 0.5 0.6 𝑥 
0.440818 0.270320 0.106530 -0.511883 𝑓(𝑥) 
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𝑓(𝑥𝑛) قف عند أربعة عشر تكرار تكرار لأنتو ن = 0    

𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة  = 𝑒−𝑥 − 𝑥  0.567143باستخدام هذه الطريقة 
 . %0وبنسبة خطأ

o  طريقة الموقع الكاذب لإيجاد جذر المعادلة المتسامية:بتطبيق 
 :الموقع الكاذب الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة

xn = 𝑎 − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
                   

                     ( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة الموقع الكاذب4جدول )

 
𝑓(𝑥𝑛) نتوقف عند ثلاث  تكرارات لأن = 0 

𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة  = 𝑒−𝑥 − 𝑥  0.567143باستخدام هذه الطريقة 
 . %0وبنسبة خطأ

 
o :طريقة التكامل 

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥— 𝑥 
      ∵ 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 − −𝑥 
      ∴ ∫ 𝑓′(𝑥1)𝑑𝑥 = ∫(𝑒−𝑥 − 𝑥)𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 − 0.5 𝑥2 + 𝑐

≅ −𝑒−𝑥 − 0.5𝑥2 + 1 
𝑐على فرض أن  =  دائمًا. 1
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 الصيغة العامة لطريقة التكامل:

𝑥𝑖 =
𝑥𝑏𝑓(𝑥𝑏) + 𝑥𝑎𝑓(𝑥𝑎)

𝑓(𝑥𝑎) + 𝑓(𝑥𝑏)
 , 𝑖 = 0,1,2, …  

 
𝒇(𝒙)( يبين نتائج الحل التقريبي للدالة 5جدول ) = 𝒆−𝒙 − 𝒙    باستخدام طريقة التكامل 

 
 

𝑓(𝑥𝑛) لأن تثلاث  تكرارا نتوقف عند = 0.000000 
𝑓(𝑥𝑎)إذا  = 𝑓(𝑥𝑎) = 𝑥𝑎بالإمكان اختيار  فإنه 0 = 𝑥𝑖   او𝑥𝑏 = 𝑥𝑖   ففي

 متساوية .الجديدة  𝑥𝑖كلتا الحالتين ستكون 
𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة  = 𝑒−𝑥 − 𝑥  0.567143باستخدام هذه الطريقة 

 . %0وبنسبة خطأ
  والنقطة  رافسون  –طريقة إيجاد الجذر التقريبي للمعادلة باستخدام طريقتي نيوتن

 الثابتة:
o  رافسون لإيجاد جذر المعادلة المتسامية -بتطبيق طريقة نيوتن 
 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥  

 رافسون: –الصيغة العامة لطريقة نيوتن 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓′(𝑥𝑖)
 , 𝑖 = 0,1,2, … 

د من رافسون والنقطة الثابتة فلا ب –لأجل البدء بإيجاد الجذر باستخدام طريقتي نيوتن 
𝑥0تحديد تخمين مبدئي وليكن  = وكذلك يتطلب استخدام هذه الطريقة إيجاد  0.5

 وهي:   𝑓(𝑥)المشتقة الأولى والثانية للدالة 
𝑓′(𝑥) = −𝑒−𝑥 − 1 

𝑓′′(𝑥) = 𝑒−𝑥 
اختيار مناسب يضمن لنا التقارب لجذر الدالة نتحقق من شرط  𝑥0ولكي نتأكد أن 

 التقارب وهو:

|
𝑓(𝑥0)𝑓′′(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
| < 1 

𝑓(0.5) = 𝑒−0.5 − 0.5 = 0.106530     
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𝑓′(𝑥) = −𝑒−0.5 − 1 = −1.606530 
𝑓′′(𝑥) = 𝑒−0.5 = 0.606530                

∴ |
0.106530 ∗ 0.606530

−1.606530
| = 0.094021 < 1 

 -بالتعويض في الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة نيوتن
 رافسون نستطيع وضع معادلة التكرار للدالة الحالية:

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑒−𝑥𝑖 − 𝑥𝑖

−𝑒−𝑥𝑖 − 1
 

 وتلخص الحسابات بالجدول التالي:
 ن رافسو -( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة نيوتن 6جدول )

 
 

  
 

ناك فرق المثال ليس دقيقً تماماً بل هإن تساوي القيم الحقيقية مع القيم التقريبية في هذا 
 صغير جداً.

𝑓(𝑥𝑛) نتوقف عند أربعة تكرارات لأن = 𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة   0 = 𝑒−𝑥 −

𝑥  0وبنسبة خطأ 0.567143باستخدام هذه الطريقة% . 
o  لإيجاد جذر المعادلة المتساميةالنقطة الثابتة بتطبيق طريقة 
 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥  

 لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة النقطة الثابتة:الصيغة العامة 
𝑥يتم وضع المعادلة ترتيبها على الصورة  = 𝑔(𝑥)  سوف نبدأ الحل باستخدام ابسط ،

 صورة ممكنة لترتيب المعادلة في الصيغة المطلوبة وهي:
𝑥𝑖+1 = 𝑔(𝑥𝑖) = 𝑒−𝑥𝑖 

 شرط يعرف بشرط التقارب وهو هناك 𝑔(𝑥)ولكي يكون اختيارنا مناسب للدالة 
 |𝑔′(𝑥)| ≤ 1 

|𝑔′(𝑥)| < 1 
|𝑔′(𝑥)| = |−𝑒−𝑥| 

|𝑔′(0.5)| = |−𝑒−0.5| = 0.606530 < 1 
من الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة النقطة الثابتة 

  النتائج الموضحة بالجدول التالي: نحصل على
 

|εt|% |εa|% xn i 
11.838813% - 0.500000 0 

%0.146700 11.709290% 0.566311 1 
%0 %0.146700 0.567143 4 
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 الثابتة( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة النقطة 7جدول )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 نتوقف عند اثنان وعشرين تكرار لأن
|0.567142 − 0.567144| = |0.567144 − 0.567142| 
⟹ 0.000002 = 0.000002 

، سون راف –ل لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية )المتسامية( طريقة نيوتن في هذا المثا
وطريقة الموقع الكاذب أعطيتا نتيجة أدق من الطرق الأخرى بعدد تكرارات اقل حيث 

|εt|% |εa|% x𝑖 i 
11.838813% - 0.500000 0 

%6.944809 17.563846% 0.606530 1 
%3.862165 %11.241125 0.545239 4 

2.214609% 5.945113% 0.579703 3 
1.248186% 1.849967% 0.560064 4 
0.710402% 1.944773% 0.571172 5 
0.402015% 1.116907% 0.564863 6 
0.228337% 0.628916% 0.568438 7  
0.129420% 0.358221% 0.566409 8 
0.073350% 0.202622% 0.567559 9 
0.041612% 0.115010% 0.566907 10 
0.023627% 0.065223% 0.567277 11 
0.013400% 0.037032% 0.567067 12 
0.007581% 0.020980% 0.567186 13 
0.004231% 0.011814% 0.567119 14 
0.002468% 0.006700% 0.567157 15 
0.001410% 0.003879% 0.567135 16 
0.000705% 0.002115% 0.567147 17 
0.000352% 0.001057% 0.567141 18 
0.000176% 0.000528% 0.567144 19 
0.0001% 0.000252% 0.567142 40 
0.000176% 0.000528% 0.567144 21 
0.000176% 0.000252% 0.567142 22 
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 0.126223كان ناتج إيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام هذه الطريقة يساوي 
 .0وبنسبة خطا %

o بتطبيق طريقة التنصيف لإيجاد جذر المعادلة المتسامية 
𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − 3 

 :د جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة التنصيفالصيغة العامة لإيجا
𝑥𝑖 =

𝑎 + 𝑏  

2
  

لأجل البدء بإيجاد الجذر باستخدام طريقتي التنصيف والموضع الكاذب فلابد من تحديد 
الفترة التي يقع فيها الجذر، وذلك بعمل جدول بسيط وملاحظة تغير الإشارة عند 

 الانتقال من نقطة الى أخرى.
  المعطاة   الدالة𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 −  في جدول:   3

,𝒙)( يبين قيم 8جدول ) 𝒇(𝒙)) ( بفرض أن 1للمثال )𝒉 = 𝟏 
 
 

𝑏بوضوح نلاحظ أن الجذر يقع بين  = 2, 𝑎 = ، وباتباع خطوات طريقة التنصيف 1
 يمكن تلخيص الحل كما بالجدول التالي:

 التكرار باستخدام طريقة التنصيف( يبين نتائج 9جدول )

 
 تكرار لأن نتوقف عند عشرين

|1.726745 − 1.726745| = |1.726745 − 1.726745| ⟹ 0 = 0 

4 1 0 2- 𝑥 
  3 -4 -3 0 𝑓(𝑥) 
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𝑓(𝑥)     وبالتالي جذر المعادلة  = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − باستخدام هذه الطريقة  3
 .0% وبنسبة خطأ  1.726745هو      

o بتطبيق طريقة الموقع الكاذب لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية 
 :الموقع الكاذب الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة

xn = 𝑎 − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
                   

 
 ( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة الموقع الكاذب11جدول )

 
 

𝑓(𝑥9)نتوقف عند عشر تكرارات لأن  =  ،  وبالتالي جذر المعادلة 0
  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − وبنسبة   1.732050باستخدام هذه الطريقة  3

 .%0خطأ
 
o :طريقة التكامل 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − 3 
      ∵ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − 3 

𝒇(𝒙)( يبين نتائج الحل التقريبي للدالة 11جدول ) = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − باستخدام     𝟑

 طريقة التكامل
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  ∴ ∫ 𝑓′(𝑥1)𝑑𝑥 = ∫(𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − 3)𝑑𝑥 =
1

4
𝑥4 +

1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2

− 3𝑥 + 𝑐 ≅
1

4
𝑥4 +

1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 − 3𝑥 + 1 

 
𝑐على فرض أن  =  دائمًا. 1

 الصيغة العامة لطريقة التكامل:

𝑥𝑖 =
𝑥𝑏𝑓(𝑥𝑏) + 𝑥𝑎𝑓(𝑥𝑎)

𝑓(𝑥𝑎) + 𝑓(𝑥𝑏)
 , 𝑖 = 0,1,2, …  

𝑓(𝑥𝑛) لأن تسبع تكرارا  نتوقف عند = 0.000000 
𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة  = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − باستخدام هذه الطريقة   3

  %0وبنسبة خطأ 1.732050
  والنقطة  رافسون  –طريقة إيجاد الجذر التقريبي للمعادلة باستخدام طريقتي نيوتن

 الثابتة:
 ملاحظة:

رافسون وذلك لأننا لم نتمكن من إيجاد تخمين  –لم نتمكن من تطبيق طريقة نيوتن  .2
 1.732050مبدئي يحقق لنا شرط التقارب للجذر 

𝑓(𝑥)المعادلة    في -2ب     𝑥عند التعويض عن  .4 = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 −

𝑓(−1)نجد أن   3 = (−1)3 + (−1)2 − 3(−1) − 3 = ، وهذا يعني أن  0
 هو أحد جذور هذه المعادلة. -2
o  لإيجاد جذر المعادلة الغير خطيةالنقطة الثابتة بتطبيق طريقة 
 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − 3 

 :ةالصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة النقطة الثابت
𝑥يتم وضع المعادلة ترتيبها على الصورة  = 𝑔(𝑥) : 

𝑥𝑖+1 = 𝑔(𝑥𝑖) = (3𝑥 − 𝑥2 + 3)
1

3 
 هناك شرط يعرف بشرط التقارب وهو 𝑔(𝑥)ولكي يكون اختيارنا مناسب للدالة 

 |𝑔′(𝑥)| ≤ 1 
|𝑔′(𝑥)| < 1 

|𝑔′(𝑥)| = |
1

3
(3𝑥 − 𝑥2 + 3)−

2

3(3 − 2𝑥)| 

|𝑔′(0)| = |
1

3
(3(0) − (0)2 + 3)−

2

3(3 − 2(0))| = 0.480749 < 1 
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𝑥0نختار  = 0 
لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة النقطة الثابتة من الصيغة العامة 

  نحصل على النتائج الموضحة بالجدول التالي:
 ( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة الموقع الكاذب12جدول )

|εt|% |εa|% x𝑖 i 
 - 0 0 

%7.029185 100% 1.442249 1 
%0.323027 %16.99978 1.737645 4 
%0.016858 %0.339943 1.731758 3 
%0.000866 0.017724% 1.732065 4 
%0.000057 %0.000009 1.732049 5 

 
𝑓(𝑥𝑛)لأن  تنتوقف عند سبع تكرارا = 0 
𝑓(𝑥) وبالتالي جذر المعادلة = 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 − باستخدام هذه الطريقة    3

 . %0وبنسبة خطأ 1.732050
في هذا المثال لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية طريقة النقطة الثابته أعطت نتيجة أدق 

من الطرق الأخرى بعدد تكرارات اقل حيث كان ناتج إيجاد جذر المعادلة الغير خطية 
 .0وبنسبة خطا % 1.732050باستخدام هذه الطريقة يساوي 

 قتي التنصيف والموقع إيجاد الجذر التقريبي للمعادلة باستخدام طري طريقة
 :لكاذب

o بتطبيق طريقة التنصيف لإيجاد جذر المعادلة المتسامية 
𝑓(𝑥) = sin 𝑥 − cos 𝑥 

 :الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة التنصيف
𝑥𝑖 =

𝑎 + 𝑏  

2
  

 لأجل البدء بإيجاد الجذر باستخدام طريقتي التنصيف والموضع الكاذب فلابد من تحديد
الفترة التي يقع فيها الجذر، وذلك بعمل جدول بسيط وملاحظة تغير الإشارة عند 

 الانتقال من نقطة الى أخرى.
𝑓(𝑥)المعطاة    الدالة  = sin 𝑥 − cos 𝑥     جدول:في 
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,𝒙)( يبين قيم 13جدول ) 𝒇(𝒙)) ( بفرض أن 1للمثال )𝒉 = 𝟓 

 
𝑏بوضوح نلاحظ أن الجذر يقع بين  = 50, 𝑎 = ، وباتباع خطوات طريقة 40

 التنصيف يمكن تلخيص الحل كما بالجدول التالي:

 ( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة التنصيف14جدول )

 
𝑓(𝑥0)نتوقف عند تكرار واحد تكرارات لأن  = هي جذر   45وبالتالي فان   0

𝑓(𝑥)للمعادلة  = sin 𝑥 − cos 𝑥 % 0وبنسبة خطأ 
o بتطبيق طريقة الموقع الكاذب لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية 

 :الموقع الكاذب الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة
xn = 𝑎 − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
                   

 ( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة الموقع الكاذب15جدول )

 
𝑓(𝑥0)نتوقف عند تكرار واحد تكرارات لأن  = هي جذر   45وبالتالي فان   0

𝑓(𝑥)للمعادلة  = sin 𝑥 − cos 𝑥 % 0وبنسبة خطأ. 
o :طريقة التكامل 

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 − cos 𝑥 
      ∵ 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 − cos 𝑥 

 

  ∴ ∫ 𝑓′(𝑥1)𝑑𝑥 = ∫(sin 𝑥 + cos 𝑥)𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + sin 𝑥 + 𝑐

≅ − cos 𝑥 + cos 𝑥 + 1 

10  20 30 40 20 0 𝑥 

0.123256 -0.123256 -0.366025 0.176264- 0.122217- 2- 𝑓(𝑥) 

|εt|% |εa|% f(xn) xn f(b) f(a) b a i 
%0 - 0 45 0.123256 0.123256- 50 40 0 

|εt|% |εa|% f(xn) xn f(b) f(a) b a i 
%0 - 0 45 0.123256 0.123256- 50 40 0 
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𝑐على فرض أن  =  دائمًا. 1

 الصيغة العامة لطريقة التكامل:
𝑥𝑖 =

𝑥𝑏𝑓(𝑥𝑏) + 𝑥𝑎𝑓(𝑥𝑎)

𝑓(𝑥𝑎) + 𝑓(𝑥𝑏)
 , 𝑖 = 0,1,2, …  

𝒇(𝒙)( يبين نتائج الحل التقريبي للدالة 11جدول ) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙     باستخدام طريقة

 التكامل

 

 

𝑓(𝑥𝑛) لأنثلاثة عشر تكرار   نتوقف عند = 0 
𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة  = sin 𝑥 − cos 𝑥   باستخدام هذه الطريقة

  %0.051546وبنسبة خطأ 45.015482
  والنقطة  رافسون  –طريقة إيجاد الجذر التقريبي للمعادلة باستخدام طريقتي نيوتن

 الثابتة:
o  رافسون لإيجاد جذر المعادلة المتسامية -بتطبيق طريقة نيوتن 
 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 − cos 𝑥 

 رافسون: –الصيغة العامة لطريقة نيوتن 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓(𝑥𝑖)

𝑓′(𝑥𝑖)
 , 𝑖 = 0,1,2, … 

د من رافسون والنقطة الثابتة فلا ب –جذر باستخدام طريقتي نيوتن لأجل البدء بإيجاد ال
𝑥0تحديد تخمين مبدئي وليكن  = وكذلك يتطلب استخدام هذه الطريقة إيجاد 40

 وهي:   𝑓(𝑥)المشتقة الأولى والثانية للدالة 
𝑓′(𝑥) = cos 𝑥 + sin 𝑥 

𝑓′′(𝑥) = − sin 𝑥 + cos 𝑥 
مناسب يضمن لنا التقارب لجذر الدالة نتحقق من شرط  اختيار 𝑥0ولكي نتأكد أن 

 التقارب وهو:

|
𝑓(𝑥0)𝑓′′(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
| < 1 

𝑓(40) = cos(40) − sin(40) = 0.123256    
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 رافسون  -( يبين نتائج التكرار باستخدام طريقة نيوتن 15جدول )
|εt|% |εa|% xn I 

%22.22222 - 20 0 
%20.722273 %0.421424 20.016211 1 

10.725704% 0.216200% 20.263231 4 
10.538062% 0.209745% 40.257877 3 
10.353717% 0.205635% 40.340832 4 
10.172613% 0.201613% 40.422329 5 
9.994691% 0.197679% 40.502394 6 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
  449999999 904 

0% 0.000002% 449999999 905 
 

 
 نتوقف عند التكرار تسعمئة وستة لأن 

|𝑥906 − 𝑥905| = |𝑥905 − 𝑥904| 
= |44.999999 − 44.999999| = 0 

𝑓(𝑥)وبالتالي جذر المعادلة  = 𝑒−𝑥 − 𝑥  44.999999 باستخدام هذه الطريقة  
 .%0وبنسبة خطأ

 ملاحظة:
من خلال هذا المثال أنه إذا كانت الدالة غير قابلة للفصل فإن إيجاد الجذر التقريبي   .2

لأفضل ويحتاج لعدد كبير من التكرارات فمن ا ءباستخدام طريقة نيوتن رافسون سيكون بطي
 في هذه الحالة اختيار طريقة أخرى.

عن    𝑥فصل  تطبيق طريقة النقطة الثابتة على هذا المثال لعدم إمكانية نلا يمك .4
 في هذه الدالة هو عبارة عن زاوية الدالة.   𝑥الدالة لان 

𝑓′(40) = − sin(40) − cos(40) = −1.408832   
𝑓′′(40) = − cos(40) + sin(40) = −0.123256              

∴ |
0.123256 ∗ −0.123256 

−1.408832
| = 0.010783 < 1 

 -بالتعويض في الصيغة العامة لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية باستخدام طريقة نيوتن
 رافسون نستطيع وضع معادلة التكرار للدالة الحالية:

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
sin 𝑥 − cos 𝑥

cos 𝑥 + sin 𝑥
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 ات:ــــــــاجات والتوصيــــــــالاستنت
نكتبها النتائج لهذه الطرق العددية ل هذه علىنوع الدالة لأجل مقارنة النتائج ومعرفة تأثير 

  على
القيم التقريبية مع القيم  شكل جدول ليتسنى لنا ملاحظة الفرق بينها من حيث تقارب

 الحقيقية:
 القيم الحقيقية والتقريبية لجذور المعادلات الغير خطية( يبين 16جدول ) 

 
 

 ( يبين الخطأ النسبي المئوي لجذر المعادلة الغير خطية التقريبي17جدول )

 
 

 وبعد أن تم حساب جذر المعادلة الغير خطية تحليليًا وعدديًا تم التوصل إلى الناتج التالية:
القيمة الحقيقة لجذر المعادلة الغير خطية عدد صحيح فإن ناتج الجذر التقريبي إذا كانت  

)العددي( لأي دالة باستخدام طريقة التنصيف تكون دقيقة جدًا ومدى تقاربها من القيم 
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عددين  𝑎، 𝑏)بحيث يكون  1بدقة𝑎، 𝑏  الحقيقية للجذر هي الأفضل، فإذا تم اختيار 
 صحيحين( على النحو التالي:

𝑎 = 𝑥𝑛 − 1، 𝑏 = 𝑥𝑛 + 1 
𝑎 = 𝑥𝑛 − 2، 𝑏 = 𝑥𝑛 + 2 

                                           ⋮                      ⋮ 
𝑎 = 𝑥𝑛 − 𝑖، 𝑏 = 𝑥𝑛 + 𝑖 

وحتى وإن لم تكن قيمة الجذر معطاة في السؤال وحققت طريقة التصنيف شرط التوقف 
𝑓(𝑥0) = كما هو مذكور  𝑎، 𝑏من أول تكرار فهذا يدل على وجود نسق معين بين    0
 أعلاه بالأعلى. 

يمكن حل المعادلة الغير خطية وإيجاد الجذر باستخدام الطرق العددية حتى وإن لم  .2
 مذكور في المسألة، وذلك عن طريق تحقيق أحد الشرطين التاليين: (𝜀)يكن شرط التوقف 

  |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1|  أو𝑓(𝑥𝑛) = 0 
 ولنطلق عليهم اسم شرط التوقف الداخلي.

تساوي القيم الحقيقية مع القيم التقريبية للجذر لا يعني أن الطريقة العددية التي تم  .4
استخدامها لإيجاد الجذر دقيقة مئة في المئة حيث أنه تم تقريب النتائج الحسابية لستة 

 أرقام عشرية.
ق من كل الطرق الأخرى لإيجاد الجذور مقارنة بالجذر طريقة التكامل تعطي نتائج أد .3

 الدقيق، وبأقل عدد من التكرارات.
رافسون لإيجاد جذر المعادلة الغير خطية إذا لم  –لا يمكن تطبيق طريقة نيوتن  .2

 نتمكن من إيجاد تخمين مبدئي يحقق لنا شرط التقارب للجذر.
عدم إمكانية تطبيق طريقة النقطة الثابتة عندما تكون الدالة غير قابلة للفصل )بمعنى  .1

 .عن الدالة غير ممكن(  𝑥أن فصل 
يتحكم التخمين المبدئي في إمكانية أو عدم إمكانية تطبيق طريقة نيوتن رافسون على  .2

لجذر فإنه قارب لالدالة لإيجاد الجذر التقريبي، فإذا كان التخمين المبدئي يحقق شرط الت
بالإمكان تطبيق طريقة نيوتن رافسون على هذه الدالة، وإذا لم نتمكن من إيجاد التخمين 

 المبدئي الذي يحقق شرط التقارب للجذر فإنه لا يمكن تطبيق هذه الطريقة.
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